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Abstract. We study the relationship between the global periodicky of a word and its (local) 
repetitions, that is to say its successive equal factors. 
Our main result generalizes the theorem of Cesari Vincent according to which the period of a 
word is the maximum of the minimal repetitions. Our generalization IS twofold, it does not take 
account of any sides to define repetitions (the above result does) acd calculates the maximum only 
on a special set of rpints. It allows a sharpened version of the solution to a problem settled by 
Schiitzenberger in w!hich the theorem of Cesari Vincent originates. 
0. Introduction 
Les proble5mes sur les mots sont zu centre de nombreuses questions zlgorith- 
miques. 11s ont 6tC &dies, sous le nom d’equations dans les monoides libres, par 
Lentin [a], ou dans les groupes libres [S]. Les r&ultats connus sur la pkiodicitk, 
notamment le thdoreme d’unicitC de Fine et Wilf [2], interviennent Qans l’ktude des 
problemes de ‘ “word matching” par exemple [3]. 
RQcemment Schutzenberger a montre qu’un important problkme de la thdorie des 
automates e reduisait B un probleme sur les mots [6], et pose la question d’une 
relation entre la pCriodicit6 et les factorisations d’un mot. Etant donne un ensemble 
A de k mots sur un alphabet X, notons P l’ensemble des prkfixes de A qui ne sont pas 
dans A, et Q l’ensemble des suffixes de A qui ne sont pas dans A; on dit que 
(u, (ai)ill,p), u) est une factorisation d’un mot f de X’ ou A-jactorisation de f, si et 
seulement si, u est un element de Q, v un klement de I?, et pour i = 1, p : ai c;n 
element de A, et f = ual . l l a,u ; on dit que deux A-factorisations, (u, (ai)i= I,p), v), 
(s, (bi)ial,Q, t), sont disjointes i et seulement si, u # s et pour tout i et i: ual 9 l l ai # 
Sbl . 9 . bP Si le nombre maximum de A-factorisations disjointes d’un mot f est 
supdrieur ou Cgal h 2k + 1, on montre [6] que le mot est p&iodique, et on pose la 
question d’amgliorer cette borne. 
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Ce problkme peut 6tre ramen h Ktude des relations entre pbriodes et rkpCtitions 
de facteurs kgaux dans le mot;-puisque siun mot a&net au moins k + 1 factorisations, 
chaque lettre est sit&e deux fois dans un m$me mot de A. 
On doit B Cesari et Vincent l’id6e d’un thkorkme de maximin sur cette question 
[ 11: soit g un facteur d’un mot f de X’ tel que chaque lettre de g soit le centre d’un 
facteur de f de la forme XUXUX, (u E X*); la plus petite pkriode du facteur de f 
recouvert par les facteurs, de cette forme, de longueur minimale en chaque lettre de 
g, est Cgale au maximum de ces longueurs. 
cr 
Le but de cet article est d’etablir une g&Gralisation de ce r&ultat.qui admet de 
nombreux corollaires. Elle consistc a ramener la notion de repetition g un facteur de 
la forme uu, et & ktendre la dkfinition de la faGon suivante: ktant donn6 un mot f de 
X’, on dit que u E X’ est une r&p&ition en une coupure (fi, f2) de f = Fiji sl et 
seulement si, II est un facteur droit de fI ou fI un facteur droit de U, et u est un facteur 
gauche de f2 ou fz un facteur gauche de u ; on appelle rJp&itiort &!merttuire en ( fi, fi) 
la kpbtition de plus petite longueur en (fl, fi). Nous pouvons alws conclure sur le 
mot lui-mEme: . 
Proposition. Sod f un mot de X’; la plus petite phiode de f est le maximum des 
longueurs pour f 1 fi = f, de liz rt?p&ition e’le”mentaire n ( f 1, fz). 
Cette proposition peut s’ktablir en corollaire d’un r&ultat plus gh%al: 
ThCorime 1. Soientpour i = 0, . . . , n, fi un mot de X’ ; soit ui la repetition 4lherttaire 
en (f0 l 9 l fi_ 1, fi 9 8 l f,, ); supposom que, pour i = 1, . . . , n, la longrreur de ui est une 
pe’riode de fi -1 fi, et posons f = fo l l l & : 
(1) la plus petite p&ode de f est la plus grande loltgueur des r6p&itiow &!mentaires 
Ui. 
De plus, si j et k dhignent respectivement, le plus petit et le plus grand indice pour 
lequel le maximum est atteint : 
(2) si j # 1, fO l 9 9 fi- 1 est WI facteur droit propre de ui ; si k # n, fk l l 9 f,, est UI~ 
facteur gauche propre de uk. 
La fkquence de ces rep&itions 616mentaires t alors p&i&e par la proposition 
suivante: 
Th6orGme 2. Soit f WI mot de X’ de plus petite phiode hf ; pour tout facteur de f de 
longueur suphieure ou &gale ci Af, il existe we coupurc ( f 1, fz) de f certtree darts g, telle 
que la ript%ition e’le’mentaire en ( fl, fz) soit de lorlgueur hf. 
Nous remarquons que ce resultat admet une preuve directe si l’on suppose, de 
plus, que g est un facteur du coeur de f; en appelant coeur d‘un mot f de X”, le plus 
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long facteur h de f, tel que pour toute coGpure (fi, f~) de f eentree dans h, la 
&petition Clementaire u en (fi, f2) verifie.: u est un facteur droit de fl, et u est un 
facteur gauche de fi. 
11 est alors possible d’etablir en con&quence le resultat suivant, portant sur les 
relations entre pbiodicit6 et factorisation: 
Proposition. Soient A une partie de X’ de cardinal k, et n la plus grande longueur des 
&nents de A: un mot f de X’ dont In plus petite phiode est supkieure ou igale ti n, 
admet au plus k A-factorisations disjointes. 
1. D6finitions et propri&bs Clibmentaires 
NOUS supposons donnC un alphabet X, X* le monoide libre engendre par X, le mot 
de est not6 1, le retourne d’un mot f = x1x2 l 9 . xn, (xi E X), est note f et verifie * 
f =x . . l xl; la longueur d’un mot f est notke lfl. 
On” dit que deux couples ( fi, fi) et (fi, f’ ) 2 sont superposables si et seulement si fi 
est un facteur droit de f ‘1 ou f; un facteur droi: de fi, et, f;! cst un facteur gauche de f> 
ou f$ un facteur gauche de f2; on dit aussi que (fi, fi) est superposable a (fi, f-i ). 
Soient f E X*, II E X’; on dit que v est une racine, une racine droite, ou une racine 
gauche, de f, si et seulement si f est respectivement un facteur, un facteur droit, un 
facteur gauche, d’une puissance de v ; soient a E X*, b E X*: si afb f 1, afb est une 
racihe de fi 
Soient ( fi, fi) un couple dWments de X* et v E X’; on dit que dit v est une racine 
de (fl, fi) si et seulement si v est une racine droite de fi et est une racine gauche de f2; 
notons que toute racine de ( fi, f2) est une rack de fi f2; soient a E X*, b E X”, toute 
racine de (afi, f&) est une racine de ( fi, f2). 
Soient f e Xx, fi E X*, f2 E X*; on dit que (fl, fd est une coupre de f, si et 
seulement si f = fif2; on dit que ( fi, f2) est une coupure propre si et settlement si, de 
plus, fi est non vide et f2 est non vide; soit g un facteur de f on dit qu’une coupure 
(fi, f~) de f est centree dans g si et seulement si f 1 est de la for-me agl et fz de la forme 
gzb, avec glg2 = g, et gl et g2 non vides. 
Soient ( fi, fi) un couple et u E X’; on dit que u est une ripe’tition en (fl, f~) si et 
seulement si le couple (u, u) est superposahle & (fl, fd; soient a E X*, b E X*, mute 
rCp&ition en (af ,, fzb) est une repetition en (fl, fi)- 
Soient f E X*, A E N”; on dit que A est une p+iode de f si et seukment si f admet 
une racine de longueur A ; notons que tout A 2 1 fi,‘(A E N’), est une periode de f; la 
plus petite pkiode de f est not&e Af ou A (f), et verifie, si f f 1, Ai s If 1, on l’amlle la 
pkiode &$nentaire de f; soit g un facteur de f, si 191 est une pkriode de f, g est une 
racine de f et tout facteur dejde longueur [gi est conjugue a g; soht a E X”, b E X*, 
toute p&=iode de afb est une periode de f. 
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2. IGsultats pdiminaires 
Proposition 1. Soient, f’ E X*, S)E X”, v E X’; les propositions suivantes sont 
equivalen tes : 
(1) v esr uiy.c racine de (f’, f’). 
(2) v est une repetition en (f’, f’) et ) v 1 une pe’riode de f’f”. 
(3) v est une repetition en (f’, f”) et Iv1 une p&ode de f’ et de f”. 
Preuve. 11 est immediat, d’apres les definitions, que (1) implique (2), et (2) implique 
(3). Montrons que (3) implique (1); Soit v une repetition en (f’, f’); si la longueur de v 
est une periode de f’, v est une racine droite de f’; de meme, si sa longueur est une 
periode de f”, v est une racine gauche de f”; ce qui permet de conclure et ach&e la 
preuve. 
Proposition 2. Soient, f’ E X*, f” ‘5 X*, g E X*; Soient u’ une r6p&ition en (f’, gf”) et 
u” une repetition en (f’s, f”) ; supposons 1 u ‘I= 1 u”1 s 1 fjf’j: 
(1) u’ est un facteur gauche de gu”. 
(2) u” est un facteur droit de u’g. 
Preuve. Si ]u’l > 181, gf” est le facteur gauche de u’ de longueur I#l; soit h le facteur 
droit de f’ de longueur lu’l - Igf”l< If’l: h est un facteur droit de u’~ et u’ = gf’h, hg est 
le facteur droit de u” de longueur lu”l- Ir,l et u” =f’lzg; ce qui permet de conclure. 
Si Iu”l= I f’g 1; de mEme, nous pouvons conclure. 
Si lu’l s Ifll et lu”l< If’gl; u’ est un facteur gauche de @, done de gun, u” est un 
facteur droit de f’g, done de u’g; nous pouvons conclure. 
Corollaire. Soien tf’ E X*, f’ E X*, I_C E N’ ; si p est inferieure ou egale h la longueur de 
f’f”, il existe au plus une repetition de longueur lu en ( f’, f”). 
Preuve. Soient u’ et u” deux repetitions de longueur p en (f’, f’), posons g = 1, et 
appliquons la Proposition 2: u” = u”. 
Proposition 3. Soit (f’, f’) un couple vdrifiant f’f” z 1: il existe we unique racine, de 
(f, f”), de plus petite longueur, sa longueur est Ggale h la periode A!mentaire hrp de 
f’fY On l’appelle la racine elementaire de (f’, f”). 
Preuve. Soit v E X’ une racine de f)f” de longueur A,,,,; soient a EX”, b E x”, 
v E N’, tels que af’f”b = vu ; soit (v’, v”) la coupure de v determinee par (af’, f”b); 
v”v’ est une racine de (f’, f’) de longueur hff’ 6 lj’rl, elk est de longueur minimale 
d’apres la. proposition I, et, d’apres le corollaire de la proposition 2, elk est 
unique. 
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Proposition 4. Soit (f, f’) un couple verifiant fr Z 1: il existe une unique Gpe’tition, 
de plus petite longueur, en ( f, f’), sa longueur est infirieure ou egale a la periode 
Mnentaire hfp de f’f’; on l’appelle la repetition elementaire en ( f’, f”), on la note 
u(p, f”), et on note p ( f, p) sa longeur. 
Preuve. La racine &mentaire de (f’, f”) est une r6pCtition en (f, f”), il en rbulte 
I’existence d’une repktition en (f’, r), de plus petite longueur, d’apr& le corollaire de 
la Proposition 2 elle est unique. 
Proposition 5. Soient, v une racine droite de f , (resp. une racine gauche de p’) et u une 
repetition en (f,f”); si Iv1 < 1~41 GIfl, (resp. Iv1 C lu! s lf”l), uz? (resp. v34), est une 
rept%ition en ( f, f”). 
Preuve. Sous ces hypotheses, vest alors une racine droite de u, et UC-* ec,t un facteur 
gauche et droit de u, il en resulte que (UK’, UK’) est superposable 5 (u, u), done B 
(f, f’), ce qui permet de conclure. + 
Leme. Soient, f E X’, a E X*, b E X*; soit A une phiode de f et p la longueur de la 
r4@6tition e’hzentaire en (a, fb), (ou en (af, b)), si h c p : 1 f 1 c p. 
Preuve. u(a, fb) 6tant ia repetition &mentaire en (a, fb), il rksulte de la Proposition 
5 que * = &a, fb) ne saurait &re inf&ieur ou 6gal g 1 f I. 
3. R&Mats principaux 
Nous Cnoncons l’ensemble des principaux rkultats avant d’en apporter la preuve. 
Th6o&me 1. Soient, pour i = 0, . . . , n, fi E X’; posons f = fO l l l fn ; soit ui la re’ph- 
tion elementaire en ( fo l l l fi-l,f;: l l l fn), et pi sa longueur, (pour i = 1,. . . , n)* I 9 
supposons que pi est une periode de fi-lfi, pour i ‘--= 1, . . . , it : 
(1) La periode elementaire de f est le maximum des pi. 
Soient, j et k, respectivement le plus petit et le plus grand indice pour lequel le 
maximum est atteint : 
(2) si j it 1, fa 9 9 9 ,G-. 1 est un facteur droit propre de ui ; si k # n, fk l l - fn est un 
facteur gauche propre de uk- 
(3) f et uifi l l l fk-1 uk ont la meme periode Gmentaire. 
De ce thCor&me, nous pouvons d6duire en corollaire, l’existence dans tout mot f 
d’une repetition 616mentaire qui ait pour longeur la phiode Smentaire de f: 
Corollaire. Soit f E X’ ; la pe’iiode Gmentaire de f est le maximum des longueurs, pour 
fi fi =f, de la rkpetition t%mentaire en (fi, fz). 
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Nous donnsns de ce corollaire une preuve independante du ThCor*me 1. La 
frequence des repetitions de longueur maximale est precisee par la proposition 
suivante: 
Th6orkme 2. Soient, f E X’, et hf la phiode &hzentaire de f: pour tout facteur g de f 
v&ifiant lgl ahf, (hf 2 2), il existe une coupure ( fi, f2) de f centric dans g, telle que la 
rt!p&ition e’le’mentaire n ( f 1, f2) soit de longueur hf. 
Notons que si nous nous limitons aux facteurs du coeur de f, ce resultat s’Ctablit 
directement (cf. remarque). 
4. Preuve des rbsultats principaux 
Preuve du Th&&me 1. La preuve des proprikds (1) et (2) s’ktablit par rhurrence 
sur n (n + 1, ktant le nombre de facteurs). La preuve de (3) sera etablie n corollaire. 
Remarquons que, d’apres la Proposition 1, dire que la longueur pi dc la repetition 
&$nentaire ui est une periode de fi_& revient B dire que LJi est une racine de 
(fi-1, f;:)* 
Prouvons les propri&s (1) et (2): Le rksultat est vrai pour 1 (deux facteurs); en 
e&t, u1 est par hypothese une racine de (fo, fi) et la repetition Wmentaire en 
( fo, fi), il resulte de la Proposition 4 que gi = hf ce qui etablit la propriM (1); 
j = k = 1 etablit la propried (2) (par defaut). 
Supposons le resultat vrai pour 12’ < n, et etablissons qu’il est wai au rang n. 
Soit p le plus petit indice pour lequel tip = min{Fi 1 i = 1, l . . , t2). Si p Z: 1; tip--l > 
p,, J.Q, est une periode de fp-lfp et u,,-~ la repetition elementairs: en (f0 9 l . fp-2, 
f - l = l f,),d’apreslel emme, fpml fp est un facteur gauche propre de u,-r&,-r est 
dpok une pkiode de fp-l f,, et de f p_2, et d’apres la Proposition 1, u,-1 est une racine 
de ( fpB2, fp+ fp). Si p # r: ; ou bien, JU,,+~ = p, est une pkiode de fp-l fp et def,+l, up+1 
es1 une repetition en ( fO l l l fp, fp+l l l l fn) et d’apres la Proposition 1, up+1 est une 
racine de (fpel fp, fp+l>; ou bien JL,+~ >F, et de meme que pour p # 1, fp-1 fp est un 
facteur droit propre de u p+l et up.+1 une racine de (f,-lf,,f,+A 
Posons g = fpwl fp, nous pouvons appliquer l’hypothkse de rhwence B f = 
f 0 ’ l l fp-2gfp+l l l 9 f,*, (respectivement a gf,+l l 9 9 & si p = 1, et, $ fo 9 9 . fP-2g si 
p = n), la propriete (1) est etablie et, si p # 1 ou j # 2, la propriM (2). Si p = 1 et j = 2, 
p 1 < pt, f. f l est un facteur droit propre de 142, lapropriM (2) est egalement 6tablie. 
Ce qui acheve la preuve des propriMs (1) et (2). 
Etablissons (3): Ui est une repetition en (fo l l . &I, fi - 9 l fn), et, uk est une 
rep&ition en (f. l l l f&l,fk l l l f,,), et lujl=luklslfl; il resulte de la Proposition 2 
que Ui est une repetition en (Uj, fi l 9 9 fkel uk) et c’est nkessairement la rep6tition 
Gmentaire, de meme uk est la repetition elementaire n (ujfj l l l fk- 1, uk) nous 
PtWdes et rtfptftitions des mats du monoide libre 23 
pouvons poser g =fi l l l fk-1 et appliqued (1) h ujguk, et conch? IUjl=IUkI est la 
pkriode &mentaire de Uifi l l l fk-2 Uk- 
Ce qui achkve la preuve du Th6oreme 1. 
Preuve du corollaire. Soit f = x0 l l l X, E X’ tel que pour i = 0, . . . , ~1, llti E X posons 
fi = xi, le corollaire rkulte de la propriM (1) du Thkor&me 1. 
Preuve du ThQor&me 2. Soit g un facteur de f de longueur maximale ne satisfaisant 
pas le resultat. Soient a E x* et b E x* tels que f = agb; pour tout gl E x+, g2 E x+ tel 
que glg2 = g, R(gl, g2) < p(agl, 926) < Af, il en rksulte, d’aprks le corollaire, que 
A, < Af et, par suite, ab f 1. 
Ou bien a # I, et g etant de longueur maximale, p (n, gb) = hf > A,, et d’zprks le 
lemme lgl< Ap 
Ou bien a = 1 et b # 1, et g 6tant de longueur maximale, p(ag, 6) = Af > A,, il 
rhlte du lemme que lgl <A,-, Ce qui acheve la preuve du Thkor&me 2. 
Le corollaire du Theoreme 1 admet une preuve independante sous la forme 
suivante: 
Proposition. Soient f un mot de x +, Af la p&ode e’le’mentaire de f; si Af Z 1: il existe 
f+x+, f2ex+, telsque lf&+,fif2=f etdfl,f2)=b 
Notons que ce r&su?tat est celui du Thkoreme 2 limit6 au facteur gauche de f de 
longueur A/. 
Preuve. La preuve sWablit par recurrence sur la longueur des mots. 
La proprikt6 est vraie pour tout mot de longueur 2, en effet si f = xy x E X, y E X et 
x f y (puisque nous supposons Af # 1): Af = 2 ct u(x, y) = yx. Supposons la propriktk 
vt%ifiCe pour tout mot de Iongueur m’C m. 
Soit f un mot de longueur m 2 3, et, x E X, y E X, et h E X’ rels que f = xhy ; posons 
h’=xh,et h”=Cty: Ih’l=lh”l=m-122. 
Notons que Ahe et Ah” ne sont tous deux 6gaux a 1 qui si Af = 1 or nous avons 
suppose Af # 1; et distinguons deux cas selon que AhI 3 Ah” ou Ah’ C Ah”. 
h?rCas: hiteahh”. SOit h; eX+, h;eX+, Vkrifiant h;“h$=h’, Ih;I<hht et 
p(h;, hi) = A/,‘. 
(a) ou bien p(h i, h$y) = Ahe@, auquel cas, Ah’ = Ah” et h$y, &an’; un facteur de h”, 
admet Ah" pour une de ses pkiodes. u(h ‘1, h;y) est done une racine gauche de h$y et 
(hi 1 <A,,#, u(lz;, h;y) est alors une racine de (hi, hiy) et p(hi, hiy) une pkiode de 
f = hi l&y; Af = Aha ce qui permet de conclure. 
(b) ou bien &(I&, I&y) > ArlcI, auquel cas, Ah” est une pkriode du facteur hiy de h” 
et d’apres le lemme Ih;yl<g(hi, hsy). Posons fl= hi, f2= h$y; flex’, f~zX+, 
fif2 = f, Ifihdfi, f2), If21 <Gc(fi,f2), et u(fi,f2) est une rack de VI, fi), 
F( fi, f2) = Af ce qui permet de conclure. 
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2&m? cas: hh’ < hh”. Posons g =fi i’ = h;c, /? = y& et h$ =hh’, hi* = hh”. 
Nous sommes ramenes au premier cas (b). Soit gl E X’, g2 E X’, glg2 = g, lgrl< A, 
lg21ch,, et dgl,g2)=&; posonsfl=i2, f2=h lu(fi,f2)=~1(gl,g2)=h~=hp Ce 
qui permet de conclure et acheve la preuve. 
5. Remarque 
Le Theoreme 2 peut &re etabli directement en se limitant au coettr du mot f 
consider& c’est a dire au plus long facteur g de f tel que: pour toute coupure (fi, f2) 
de f centree dans g, la repetition blementaire u(fi, f2 j soit un facteur droit de jr, et un 
facteur gauche de f2. 
Proposition. Soit f un mot de X’; pour tout facteur g du coeur de f de longueur hf, 
(A, S 2), il existe une coupure ( fi, f2) de f centr4e dans g telle que la rgpt%ition 
~Ementaire u ( f 1, f2) soit de longueur hf. 
Rappelons que deux mots s et t sont dits conjugu& (conjuguks propres), si et 
seulement si, ils sont de la forme s = h’h” et t = h”h’ (si de plus h’ et h” sont non 
vides); on dit qu’on mot est primitif s’il est different de chacun de ses conjug& 
propres, il est equivalent de dire qu’il n’est puissance d’aucun autre mot (cf. [4,7]). 
Cemme. Tout mot primitif non rPduit ci une lettre de Xadmet c1u mains deux conjug& 
distincts ne possddant aucun facteur propre qui soit h la fois facteur gauche et facteur 
droit. 
Preuve. Ce lemme est une consequence des proprEds des mots de Lyndon [8]. Soit 
f un mot primitif de X’; ordonnons X, le plus petit conjugue de f pour l’ordre 
lexicographique (mot de Lyndon) Grifie la propriM, cf. [9], il suffit de considker 
l’ordre inverse sur X pour conclure. 
Preuve de la proposition. Soit g un facteur de coeur de f de longueur hf; g est une 
racjne de f, et g est un mot primitif; soient g’ et g” deux mots non vides tels que 
g = g’g”, et g”g’ n’admet aucun facteur gauche et droit qui soit un facteur propre; 
soient a et b tels que f = agb; g”g’ est une racine de (ag’, g”b), et g &ant facteur du 
coeur de f, la repetition Mmentaire en (ag’, g”b) est un facteur gauche t droit de 
g”g’, ce ne peut stre que g”g’; ce qui permet de conclure et acheve la preuve. 
6. Rhultats sur la pkriodicith d’un mot factorisable 
Nous etablissons, en consequence des resultats prckedents, une caracterisation de 
la pcriodicite d’un mot factorisable, repondant ainsi 5 une question qui trouve sa 
source dans les travaux de Schutzenberger [6]. 
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Supposons donnee une partie A de X’ de cardinal k, et n la plus grande longueur 
des elements de A. Soient P l’ensemble des prefixes, des elements’de A, qui ne sont 
pas ClCments de A, et Q l’ensemble des suffixes, des elements de A, qui ne sont pas 
elements de A. 
Soient f un mot de X”, u un elkment de 0, v un element de P, et pour i = 1, . . . , p : 
ai un element de A; on dit que (u, (a-) I i= l,g, V) est une factorisation de f dans A, ou une 
A-fuctorisution de f, si et seulement si f = ual l l l a,v. Soit f un mot de X’ ; on dit que 
deux A-factorisations (u, (ar)i=lVpr V) et (s, (bj)j=l,q, t) de f sont disjointes, si et 
seulement si u # s et, pour tout i et j, uar l l l ai Z sbl l l l bh 
Proposition. Soit f un mot de X+; si la phiode e’le’mentaire de f est sup6rieure 0~ igale 
4 n, f admet au plus k A-factorisations disjointes. 
La preuve de la proposition rkulte du lemme suivant: . 
Lemme. Soit f Em mot de X+ et (fi, f2) une coupure de f; si f admet au moins k + 1 
A-factorisations disjointes: la longueur de la rep&ion e’le’mentaire n ( fl, f2) est 
strictement inferieure ci n. 
Preuve de la proposition. 11 rt%ulte du lemme et du corollaire du Theorkme 1 que 
tout mot qui admet au mains k + 1 A-factorisations disjointes admet une plus petite 
pkiode strictement infkieure B n; ce qui permet de conclure. 
Preuve du lemme. Etablissons un resultat preliminaire: soit (u, (a& l,p, U) une 
A-factorisation de f et (fi, f2) une coupure propre de f, il existe gl E X’, g2 E X*, et 
a E A, tels que a = glg2 et (g;, g2) superposable 2 (f,, f2). 
Sous l’hypothbse; soit s et t tels que su soit un element de A et vt un &ment de A ; 
posons a0 = su et ap+l = ot ; soit i le plus petit indice pour lequel sf 1 est un facteur 
gauche de ~0. . . Oi ; soit g2 telque Sfig2 = a0 l l l ai, et gl tel que glg2 = ai, i 6tant 
minimal, gl est non vide ce qui acheve la preuve du &ultat prkliminaire. 
Nous pouvons de ce resultat deduire la preuve du lcmme. 
Soit (fl, f2) une coupure de f; si f admet k + 1 factorisations disjointes, nous 
pouvons B chaque factorisation associer un element a de A, satisfaisant aux condi- 
tions de la propritte preliminaire, nous obtenons ainsi au moins deux fois un mcme 
616ment ade A; soient (gl, 92) et (g\, gb) les coupures associees, ces coupures ont 
superposables a ( fll fi) et necessairement distinctes puisque les factorisations ont 
disjointes; supposons lgli < lg; 1 et posons g’l = gi b, b est une r&hStition en (fi, f2) et 
1< lb1 < n. Ce qui acheve la preuve du lemme. 
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